Theorem (Vdclav Kotésovec, 25.8.2012)
Asymptotic formula for number of fat trees on n labeled vertices (OEIS A055779) is

a, ~ C*nn—z*qn
constants
q = 1.655487912991534306625211618625179103189 ...
¢ = 0.75556810736 ...
1
lim (@) _ (1—p)PLxpl=2? = g = 1.6554879129915343 ...
where p = 0.6924583254616546080959391445380742... is the root of the equation
w2 12P
p

Diikaz (proof):

V OEIS (kam sekvenci v roce 2000 zadal Thomas Zaslavsky) najdeme vzorec, ktery odvodil Vladeta
Jovovic v roce 2006

n
a, = (Z) Ky k—2
k=1
Cilem mého ¢lanku je urdit, jak se tato suma chovéa, kdyz jde n do nekonecna. Nejprve zjistime, ktery
z ¢lenti predchozi sumy je maximalni. K orientaci nam pomize graf (v logaritmickém méfitku) pro
n=10000, ze kterého je vidét, Ze maximum nenastava v krajnich bodech, ale uprostied grafu, spise v pravé
¢asti. Krajni hodnota vpravo (pro k = n) je rovna n™~2 (viz Cayley's formula) a je dolnim omezenim sumy.

With using of Stirling formula I found maximal term in sum for a,,.

n=10000; ListPlot [Table[Log[Binomial[n, E] xE* (n-E) «n*{E-23], {&, 1, n}]]
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V souladu s obvyklym znacenim nahradime k — x. K uréeni bodu, kde nastdva maximum, staci zjistit, kde
je te¢na rovnobézna s osou X, tj. kde je derivace této funkce (podle x) rovna 0. JelikoZ nas zajima pouze
asymptoticky pribeh, mlizeme k nahrazeni faktoridlti (staci jen téch, které jsou zavislé na x) pouzit
Stirlingtiv vzorec, ze kterého plyne
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K feseni tak dostaneme rovnici
1 3 3
f'(x) = Ee”n‘“x(n —x) 72722 (202 4 2x(1 + x) — n(1 + 4x) + 2(n — x)x(log(n) + log(n — x) — 2log(x))) = 0

Nyni zavedeme substituci
X=p*n

kde p je konstanta v intervalu (0,1) a rovnice se zjednodusi na
—1+42n(—1+p)? +2p — 2n(—1 + p)p(log (n) — 2log (np) + log (n — np)) =0

a pokud fesime predchozi rovnici pro n jdouci do nekonecna, miizeme celou rovnici vydélit n a urcit limitu.
Pro n — oo jdou pak nékteré ¢leny k nule, ztstane tak nasledujici rovnice pro p

2«(p-1D?=2xpx (-1 log (1 -p)/p*) =0
Kofen p = 1 nas nezajima a tak se pro hledané p rovnice zjednodusi na

p—1-pxlog((1—p)/p?)
Nebo po Uprave
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Prabéh obou funkci vidime na grafu

Show [Plot[E* (1 -1/p), {p, 0, 1}], Plot[(1-p) /"2, {p, 0, 1}]]
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Numericky dostavame
p = 0.6924583254616546080959391445380742...

Nyni uré¢ime jakou hodnotu ma celkovéa suma. Urcité plati, Ze soucet musi byt vétsi neZ samotna hodnota
maxima a mensi nez plocha obdélniku s jednou stranou rovnou maximu a druhou poctu ¢lenti sumy, tedy

fn) < a, <n=*f(pn)

Sum of terms is greater than value of maximum (red line) and lower than rectangle with sides n x max
(green area).

graph for n=100



Z predchozi nerovnosti plyne
1<

Kdyz tuto nerovnost umocnime na 1/n, dostaneme

1
1< (fg)’;l))" < ni/n

a tedy

im (7o) =1

Pfi hledani asymptotického chovani staci tedy pouzit pouze hodnotu v maximu, pro n jdouci do nekone¢na
ma pak stejnou limitu jako celd suma. Dostaneme

5 1 1\ 1/n
) . "7« (1 _ p)n(p—l)—j % p—an+n—7
a. )n n \V2m
q = lim (@n)n = lim —(f(pn)) = lim = (1 —p) tPpl-2p
n-o N n-oo n n—-oo n

Numericky po dosazeni jiz zndmé hodnoty p vychazi

q = 1.655487912991534306625211618625179103189 ...

Value of constant g is proved analytically, then verified numerically.
I not found symbolic form of constant ¢ and computed it only numerically.

Tuto hodnotu jsem ovéfil téZ numericky a pii pouZiti n = 524288 a Richardsonovy extrapolace vychazi ptiblizna hodnota
1.65548791824616391, coz se shoduje na 8 desetinnych mist. V programu Mathematica:

a[n_]:=Sum[Binomial[n, k]*k” (n-k)*n*(k-2),{k,1,n}];

n=16;qnew=0;

Do[gold=gnew;n=2*n;Print[n,", time=",Timing[gnew=N[a[n]*(1/n)/n,20];],", memory=",6 MaxMemoryUsed[]];
richardson=2*gnew-qold;
Print[gnew," ",richardson];
,{iter,1,20}]1;

Konstantu g jsem ur¢il analyticky. Pro vyjadieni konstanty ¢ jsem néjaké podobné symbolické vyjadieni
nenasel (mozna ani neexistuje), vypocetl jsem ji vSak numericky na 11 desetinnych mist. Z pfedchozi limity
a kvadratického prubehu nasledujiciho podilu

ListPlet[Takle[ (n*nw«g*n) fa[n], {n, 1, 1000}]]
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jsem odhadl, ze asymptoticky prib¢h bude mit tvar

a, ~ C*nn—z*qn

kde konstantu q jiz zname.


http://en.wikipedia.org/wiki/Richardson_extrapolation

Konstantu ¢ dostaneme numericky podobnym programem

a[n_]:=Sum[Binomial[n, k]*k” (n-k)*n*(k-2),{k,1,n}];
gq=1.655487912991534306625211618625179103189;
n=16;cnew=0;
Do[cold=cnew;n=2*n;Print[n,", time=",Timing[cnew=N[a[n]/(n”*(n-2)*g”*n),20];],", memory=", MaxMemoryUsed[]];
richardson=2*cnew-cold;
Print[cnew," ",richardson];
,{iter,1,15}];
65536, time={238.634, Null}, memory=21441976
0.75556725913649537615 0.755568107373008%9071
131072, time={1273.19, Null}, memory=21441976
0.75556768325170587828 0.7555681073669163804
262144, time={6023.34, Null}, memory=2144197¢
0.75556789530854956748 0.75556810736539325¢67
524288, time={28995.8, Null}, memory=23 768 344

0.75556800133678102211 0.75556810736501247¢7

platné cifry jsou
¢ = 0.75556810736 ...

Definice v OEIS A055779
"A fat tree on vertex set V is a partition of V together with edges (between vertices, not parts) that link the parts of the partition in
a tree-like pattern: that is, when the parts are collapsed to points, the edges are a (free) tree. A fat tree is in a (multi)graph G
when the edges are edges of G."

Doporucuji jesté nasledujici linky s podobnou problematikou:
http://mathworld.wolfram.com/Tree.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Tree_(graph_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley's_formula

This article was published on website http://web.telecom.cz/vaclav.kotesovec/math.htm, 27.8.2012
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