Problém lamani stébla

(Vdclav Kotésovec, 9.8.2007)

Fracture of grass-blade
(Summer mathematical problem by Vaclav Kotesovec)

1) Trojuhelnik (Triangle)

Summary:

case A - two random fractures each on full size of grass-blade

case B - second fracture can be only between first fracture and right end of grass-blade.
How is probability that from 3 random parts is possible create a triangle ?

(see also pictures)

Solution:
in case A is probability p3 = 1/4 = 25%

in case B is probability p3 =In2-1/2~19.3 %

Pfi letnim odpocinku na zahradé mé (kromé tloh Sachovych) napadla i jedna tloha matematicka. Vezméme
stéblo travy a nahodné ho zlomime

A) ve dvou rGznych bodech

B) v jednom bodé a potom znovu v bodé napravo od prvniho bodu.

Jaka je pravdépodobnost v pfipadech A a B, Ze z téchto 3 dild je mozné sestavit trojuhelnik ?

(samozrejmé stéblo Idmeme vZdy tak, aby ziistalo v jedné roviné)

Ne vzdy to jde!

———

No possible create triangle!

Délku stébla ozna¢me d, soufadnice bodl zlomu ozna¢me x4, X,.

Body zlomu mUzeme vzdy uspofadat tak, Ze plati
0<x;<x;<d

Podminkou existence trojuhelniku je, aby soucet délek jeho dvou stran byl vzdy vétsi nez délka strany treti.
V nadem znaceni maji potencialni strany trojuhelnika délky: [x;, x; - X;, d - 5]

Dostavame tak 3 podminky:
1) X1+ (X3-%q) >d-%,

2) (g - Xq) + (d - x5) > Xy

3) X+ (d-x9) > Xy~ X

Po Upravé se vyrazy zjednodusi:
1)x;>d/2

2)xq <d/2
3) Xy - %y <d/2

Vidime, Ze k tomu, aby $lo vytvofit trojuhelnik, musi jeden z bodl zlomu lezet v levé poloviné stébla, druhy z
bodu v pravé poloviné stébla a vzdalenost mezi obéma body musi byt mensi nez polovina stébla.



P
Pro zvoleny bod se soufadnici x v levé poloviné stébla dostdvame tak omezeni z obou stran pro pozici
druhého bodu. Délka pfipustného pasma pro druhy bod zlomu je
d-x-(d/2-x)-(d-d/2-x)=x
Napfiklad pokud d=100 a x,=10, pak muze byt x, pouze mezi 50 az 60, tedy v pasu délky také 10. Pro x,=20

mUze byt x, jen mezi 50 az 70, tento pas ma opét délku rovnajici se x;.

Pravdépodobnost se vypolte jako pocet pfipadd, které vyhovuji pozadované podmince, déleny poctem
vsech moznych piipadi.

RozliSme nyni 2 varianty této ulohy:
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Varianta A
Po zlomeni stébla v prvnim bodé se soufadnici x; mGzeme stéblo zlomit podruhé v libovolném misté po celé

délce d, tedy napravo i nalevo od bodu se soufadnici x;. Celkovy pocet moznosti pro umisténi bodu se
soutadnici x, je d. Pfi zafixovaném prvnim bodu se vzdalenosti x od levého okraje je tedy pravdépodobnost

pro tento jeden konkrétni bod rovna

py=x/d
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RozloZzeni pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost pro body na intervalu (0,d) je symetricka kolem osy d/2. Na urceni celé plochy
pfiznivych moznosti zde vystac¢ime s elementarni matematikou. Vidime, Ze Srafovana plocha zabira jednu ¢tvrtinu
z celkové plochy, tedy

(1) p3=1/4=25%

Samoziejmé i v tomto pfipadé mlzeme ale pouzit integralni pocet (jak bude nutné ve varianté
B), pravdépodobnost pro 0 <= x <= d/2 je potom
d/2

: 1 X
1) p3=— = dx
d/2 d

(1) p3=2/d*(d/2)%/2/d =1/4

¢ — o
%1
Obrézek ukazuje jiny pohled na priinik oblasti spliujicich vyse uvedené 3 podminky a opét je vidét, ze 1/4
plochy (Srafovany trojuhelnik) splfiuje viechny 3 podminky (je znazornéno pro x; < x,, coz je horni

velky trojuhelnik. Pro x; > x, je vie symetrické).

Varianta B

smime druhy zlom provést uz jen v ¢asti napravo od tohoto bodu, tj. x, > ;.

V tomto piipadé zlistava pocet piiznivych moznosti pro zafixovany bod x stejny jako ve varianté A (roven x),
ale celkovy pocet vsech moznosti je d - x.
Pravdépodobnost pro dany bod je proto pro x

vintervalu (0,d/2) p,=x/(d-x),

vintervalu (d/2,d) p,=0.

Viz obrazek.
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Pokud bude napf. d=1000, pak budou pravdépodobnosti podle x nasledujici:

X 100 ][200 ]300 |[400 499 [s00 |[eoo |[700 ][soo |[o00
Py [%] 111 25 42 66 99 0 0 0 0 0

K urceni celkové pravdépodobnosti je tieba "projet” s x pres cely interval (0,d) a k tomu uz potiebujeme
integralni pocet. JelikoZ pro x > d/2 je p=0, staci uvazovat interval (0,d/2) s vdhou 1/2 a soucet viech hodnot
vydélit délkou tohoto intervalu d/2.

d/2
1/2 X
@ p=? J * w
d/2 d-x
0
d/2
1 X
2) P3=- — dx
d d-x
0

(3) p3=1/d*(dIn2-d/2)
(3) p3=In2-1/2

Numericky je: p3~0.69314..-0.5=0.19314..~ 19.3 %

Jak se dalo ocekavat, pravdépodobnost nezévisi na délce stébla (aniv A aniv B).

Ze zdanlivé jednoduché ulohy vznikl pomérné netrivialni problém, ktery ma velmi elegantni feseni.
Koho by napadlo, Ze v jednom stéble travy je "ukryt" pfirozeny logaritmus 2 ?

2) N-tthelnik (Polygon)

Generally, for n-angle polygon is probability
incase A

®
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in case B

b= =4 (- 2)+Z< (m )
ket
Liw Yo = A= Am2 ~ 0.3063ST... = 20.6 9
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Limit for n to infinity is 1-In 2 ~ 30.6%
Ulohu jsem nakonec zobecnil na hledani pravdépodobnosti, zda Ize uvedenymi postupy vytvofit n-

Uhelnik. Zajimavé je téz hledani limity téchto pravdépodobnosti pro n jdouci do nekonecna.

Pro n-Ghelnik se stranami ay, ay, ..., a,, kde soucet téchto stran je roven d, musi platit pro kazdou ze stran, ze

soucet délek ostatnich stran je vzdy vétsi nez délka této strany. JelikoZ ale vime, Ze soucet v3ech stran (obvod
n-thelnika) je d, mizeme tyto podminky zjednodusit na



gaﬂ-~aj bs i

d-a;> g

z ¢ehoz vyplyva

@ aj<d2

pro viechna jod 1 don.

Problém vytvareni n-uhelniku laménim stébla je tedy ekvivalentni tomu, kdyz budeme ndhodné "stfilet" do
oblasti délky d, Ze po n vystielech nebude mezi body existovat mezera délky alespor d/2. Vzhledem
k celkové délce d muize takova mezera délky >=d/2 existovat maximalné jedna.

Podobné jako v pipadé trojuhelniku rozliSime opét varianty A a B.

Zabyvejme se nejprve ¢tyfuhelnikem (tetragon). Méjme 3 zlomové body se soufadnicemi x, y, z.

Ve varianté A musime po umisténi bodu x do intervalu (0,d/2) rozlisit celkem 4 moznosti pro umisténi bodu y.
(Pro x se staci zabyvat jen polovi¢nim intervalem, protoze ve druhé poloviné je vie symetrické a
pravdépodobnost je tedy shodna)
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na obréazku je pfislusna suboblast, ve které se pohybuje bod y, oznacena vzdy tu¢nou carou.

Pokud nyni uvazujeme tieti zZlom na stéble, tedy pohybujeme bodem z v intervalu (0,d), vznikne mezera mezi
body vétsi nebo rovna nez d/2 v ¢astech oznacenych nulami. Naopak v ¢astech oznacenych 1 jsou viechny
mezery mezi body (i okraji) mensi nez d/2. Dil¢i pravdépodobnosti jsou potom

|interva| y pravdépodobnost
(0,x) x/d
(x,d/2) y/d

(d/2,d/2+x) 1
(d/2+x,d) (d+x-y)/d

Celkovou pravdépodobnost pak uré¢ime jako soucet dil¢ich integrald takto:
d/2
X df2 d
1 1 ® 1 ¥ 1 d/2 + = 1 d+x -y
—J, — dy + —J, —dy + — 1 dy + —J, _
d d df2 d
o] ] d/f2 + x

Pro vyieseni jsem pouzil program Derive (ktery umi podobné vyrazy zjednodusovat na symbolické
urovni!). Vysledna pravdépodobnost pro 4-uhelnik je
(5) pga=1/2

Pro viceuhelniky je pouziti stejného postupu sice mozné, ale mnozstvi pfipadu (riznych subintervald) se
nelimérné zvysuje. Postupoval jsem proto tak, Zze jsem napsal jednoduchy program, ktery pomoci ndhodnych
Cisel generuje ndhodné rozlozeni bodd v intervalu (0,1) (d=1) a pocitd pfiznivé pripady. Nechal jsem

projet 10000000 cyklt a zde jsou vysledky:

estimated estimated 1-n/2m1 exact

n varianta A varianta B varianta A varianta B

3] 24.9988 % 19.3172 % 25.000000 % 19.31471805 %
4 50.0111 % 27.9821 % 50.000000 % 27.99472777 %
5 68.7337 % 30.2104 % 68.750000 % 30.21382302 %
6 81.2531 % 30.6216 % 81.250000 % 30.61952574 %
7 89.0685 % 30.6679 % 89.062500 % 30.67765758 %
8 93.7449 % 30.6883 % 93.750000 % 30.68452517 %
9 96.4771 % 30.6924 % 96.484375 % 30.68521626 %
10 98.0427 % 30.6950 % 98.046875 % 30.68527687 %
inf 100 % 30.68528193 %




(First two columns in table was created by special computer program with help of random number generator,
second two columns are exact results)

Tento postup je také dobry k numerickému ovéreni analytickych vysledkt (viz sloupce vpravo).
Analyzou vystupt jsem zjistil (a nasledné ovéfil i pro dalsi n), Ze pro pfipad A plati

(6) pp=1-n/2"1

®
b= A== i A
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Limita pro n jdouci do nekonecna je rovna 1 a odpovida stoceni hladkého stébla spojenim jeho 2 konct (coz
jde vzdy).

Varianta B

Pokud muiZzeme stéblo lamat pouze vpravo od piedchozich zlom, je pocet nutnych subinterval( mensi a
problém se mi podafilo vyfesit i analyticky. Nasledné jsem (podle numerickych vysledki z programu) ovéfil,
Ze analytické vysledky jsou spravné.

Zacneme opét ctyiahelnikem (tetragon)
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Oznaceni jednotlivych Usekd je shodné jako na predchozim obrazku (pro pfipad A). Opét musime rozlisit

nékolik moznosti umisténi bodu y do intervald. Bod z nyni umistujeme do intervalu (y,d) a dil¢i
pravdépodobnosti jsou:

interval y pravdépodobnost
(x,d/2) y/(d-y)

(d/2,d/2+x) 1

(d/2+x,d) 0

Celkova pravdépodobnost je potom dédna integralem

1 1 [ ¥ 1 diZ2 + =
d

dy + i 1 dy | dx
-y d-x df2

2
LN{23 3.LNC2)
+ -1
2 2

0.2799472777
Vyfeseni programem Derive dava vysledek

(7) ps=(n2)2/2+3*In2/2-1

a1, dle ) dlz +
Ps; A J =% Y Ay =X 2,

v

-
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Pro 5-uhelnik je pravdépodobnost

dfz
dfz
dsf2 d/z
1 1 1 z 1 ¥ 1 di? + x
— dz dy + ! dy + | 1 dy | dx
d d- = d-y d-z - % d-y d-= dfz
¥ ®
®
o]
3 2
LNC2D 3aLM2D 3
+ + 25LN(2) - —
3] 4 2
0.3021382302
Pro 6-Uhelnik je pravdépodobnost
djz
dfz
diz diz
dfz dfz dfz
1 1 1 1 W 1 1 z 1 1 diz + x
N . . J du dz dy + . J dz dy + J dy + T 1 ody | dx
d d - x d - ¥ d-z d - w d - x d - ¥ d-z — % d - ¥ d - x
z ¥
¥ x
x
4 3
LN 2] LN( 2] z 5LNCZ)
_ ————— ¢ LWZ2) 4 —/ ———— - 2
24 z
0.3061952574
Pro 7-thelnik je pravdépodobnost (na screenshotu z programu Derive integral pokracuje na dalsi fadce)
dfz
[ dfz
dsf2 d/z2
diz d/2
d/2 ds2
1 1 1 1 1 E 1 1 1
—_— ds dw dz dv + ' dw dz dy +
d d- = d-y d-z d-w d- = - % d-y d-z d
w F4
z ¥
W ®
J " ®
0
N
dsz
dsf2 d/2
1 1 z 1 ¥ 1 diz + =
! dz dy + dy + Nl 1 dy | dx
d- = d-y d- =z d - = d-y d-= dfz
¥ ®
®
ra
5 4 3 2
LN(2) LN(2D LN(2D S5aLN(2) 5
+ + + + 3LNZ) - —
120 16 3 4 2
Pro 8-thelnik je pravdépodobnost
5] 5 4 3 2
LM2D LNC2D LNC2D SaLM2 3N FaLMZ2)
+ + + + + -3
720 &0 12 12 2 2
0.3068452517
Pokud takto pokracujeme pro dalsi n, dostavame tyto pravdépodobnosti
n Pn numericky
3 (In2)-1/2 0.1931471805
4 (In 2)2/2+3*(In 2)/2-1 0.2799472777
5 (In 2)3/6+3*(In 2)2/4+2*(In 2)-3/2 0.3021382302
6 (In 2)4/24+(In 2)3/4+(In 2)2+5%(In 2)/2-2 0.3061952574
7 (In 2)5/120+(In 2)4/16+(In 2)3/3+5%(In 2)2/4+3*(In 2)-5/2 0.3067765758
8 (In 2)6/720+(In 2)5/80+(In 2)4/12+5%(In 2)3/12+3%*(In 2)2/2+7*(In 2)/2-3 0.3068452517

(These results were discovered with analytical method and solved by program Derive)

Porovnal jsem nyni tyto pfesné vysledky s odhady generovanymi nahodnymi Cisly a je vidét, ze vysledky
jsou shodné. Nejzajimaveéjsi ¢ast feseni problému vsak byla jesté pfede mnou. Dal jsem si za cil odvodit
obecny vzorec a pomoci ného pak urcit limitu kdyz jde n do nekonecna. Vytvofil jsem si nejprve



diference ziskanych pravdépodobnosti:
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Z téchto vysledkl jsem odvodil obecny vzorec
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Odtud jde uz vypocitat limitu této pravdépodobnosti pro n jdouci do nekone¢na. Pomudze ndm znalost
Taylorova rozvoje
Co
X
r=€
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X
t=p

Viyraz pro p, nejprve mirné upravime a se¢teme jednotlivé sumy.
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Cleny s n/2 se vyrusi a zGistane prekvapivé jednoduchy vysledek
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(8)  pron jdouci k nekone¢nu limp,=1-In2~1-0.693...= 0.3068528193...

Numericky tato hodnota odpovida vysledkiim ziskanym generatorem nahodnych ¢isel.

Jak je vidét, pfirozeny logaritmus 2 neopustil stéblo travy ani v nekonecnu...




